Gradevinski fakultet Podgorica, specijalisticke studije — saobracajni smjer
InZenjerska geodezija

VI1Il Predavanje

Analiticka razrada geometrije projektovanog objekta. Obiljezavanje
pravca izmedu taCaka koje se ne dogledaju. Geometrija saobracajnice.
Prelazne krivine. Racunanje koordinata tacaka prelaznica i kruznih krivina u
poligonskom vlaku.

8.1 Analiticka razrada geometrije projektovanog objekta

Prilikom analiticke razrade geometrije projektovanog objekta karakteristi¢ne tacke
kojima treba sracunati koordinate ili ih obiljeziti na terenu se naj¢es¢e nalaze u odnosima
tako da ih je moguce dobiti poznavajuci formule koje predstavljaju pravilne geometrijske
elemente. U narednim primjerima bic¢e dati neki njihovi odnosi koji se najéescée javljaju
na samom terenu na objektima i na¢ini racunanja koordinata.

Na Slici 1 dat je karakteristi¢an primjer jedne situacije.

Slika 1. Primjer jedne situacije

Sa slike se vidi da su geometrijski elementi objekata prikazani tako da imaju
karakteristi¢ne odnose (paralelni, upravni, na pravcu, itd.) u odnosu na tacke sa zadatim
koordinatama. U predhodnim predavanjima je objasnjeno kako se polarnom metodom
pomocu mjerenog ugla i duZine ra¢unaju koordinate tacke.
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Na Slici 2 je data postavka ukoliko se trazena tacka nalazi na pravcu izmedu
zadatih tacaka.

Date su veli¢ine X,,Y,,Xg,Yg iz kojih se moZze sradunati direkcioni ugao v} i
duzina d izmedu A i B. Mjerena je duZina d, .

4- B(Xs. Ys)

d1 1

A(Xa Ya)
Slika 2. Trazena tacka na pravoj liniji

U ovom slucaju je koordinate nepoznate tacke moguée sracunati po formulama:

Y, =Y, +d, *sinv;

X, =X, +d, *cosv,

a kontrolu je moguce napraviti ra¢unajuc¢i koordinate iste tacke ali iz drugog
pravca:

Y, =Yg +(d —d,)*sin v}

X, =Xy +(d—d,)*cosv}

Na Slici 3 je prikazana situacija kada postoji viSe tacaka na pravoj liniji kojima
treba sracunati koordinate.

Date su veli¢ine X,,Y,, Xg,Ys iz kojih se moZe sradunati direkcioni ugao v i
duzina d izmedu A i B. Mjerene su duzine d,,d,,d,id,.

B(X=.Ys)

d-(d1+d2+d3)

A(XaYn)
Slika 3. Vise tacaka na pravoj liniji

Koordinate tacaka 1, 2 i 3 se racunaju po istim formulama kao tacka 1 iz
predhodnog primjera samo uzimajuci odgovarajuc¢e duzine na kojima se nalaze trazene
tacke. Za kontrolu se koriste razlike izmedu ukupne duzine AB i mjerenih duZina.

Na Slici 4 je prikazan slucaj kada se trazena tacka nalazi na produzetku prave
linije:
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A(Xx Y

Slika 4. Trazena tacka na produzetku prave linije

U ovom slucaju je koordinate nepoznate tacke moguce sracunati po formulama:

Y, =Y, +(d +d,)*sin v}

X, =X, +(d+d,)*cosv}

Kontrola:

Y, =Yg +d, *sinv,

X, =Xy +d, *cosv,

Na Slici 5 data je situacija kada su nepoznate koordinate tacaka koje se nalaze na
mjerenim upravnim linijama od pravca definisanog sa dvije tacke sa koordinatama.

Date su veli¢ine X,,Y,,Xg,Yg iz kojih se moZe sradunati direkcioni ugao v} i
duzina d izmedu A i B. Mjerene su duzine d,,d,,d,id,.

A(Xa Y5)

Slika 5. TraZene tacke na upravnim linijjama na datu liniju
Koordinate tacke 1 se racunaju po formulama:

Y, =Y, +d, *sinv; +d,*sin(v} +270°)
X, =X, +d, *cosv; +d,*cos(v; +270°)
Koordinate tacke 2 se ra¢unaju po formulama:
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Y, =Y, +(d; +d;)*sinv; +d, *sin(vy +90°)

X, =X, +(d, +d;)*cosv} +d, *cos(v} +90°)
Kontrola za tacku 1:

Y, =Yg +(d —d,)*sin v +d, *sin( vy +90°)

X, = Xg +(d —d,)*cosv +d, *cos(vs +90°)
Kontrola za tacku 2:

Y, =Y, +(d —(d, +d,))*sin v +d, *sin(v +270°)
X, =X, +(d—(d, +d,))*cosvy +d, *cos(vs +270°)

Racunanje koordinata tac¢aka metodom presijecanja pravaca unaprijed vrsi se na
slede¢i nacin.

Date su veli¢ine X,,Y,,Xg,Yg iz kojih se moZe sradunati direkcioni ugao v} i
duzina d izmedu A i B. Mjerene su duzine d, i dg, kao i uglovi o, i ag;.

Slika 6. Presijecanje pravaca unaprijed

Koordinate tacke 1 se mogu sracunati na dva nacina. Prvi je u odnosu na tacku B:
Y, =Yg +dg, *sin( VQ )
A
X =Xg +dg *c0s(vg — Bg)
Drugi nacin racunanja je u odnosu na tacku A:
Y=Y, +d, *sin(vy +a,)

Y)=X,+d,, *cos(vy +ay)
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Na kraju se definitivne koordinate tacke 1 dobijaju kao aritmeticka sredina ova
dva rezultata:

X, Xi+X]
2
Yl _ Y1I+Y1N
2

8.2 Obiljezavanje pravca izmedu tacaka koje se ne dogledaju

Cesto se dogada na terenima koji su obrasli bujnom vegetacijom ili kad se
ostvaruje pravac proboja tunela, da se krajnje tacke toga pravca ne dogledaju (Slika 7).

Slika 7. Obiljezavanje pravca izmedu tacaka koje se ne dogledaju
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Na Slici 7 je prikazan slucaj obiljezavanja pravca izmedu tacaka A i D koje se ne
dogledaju, jer se izmedu nalazi brdo obraslo gustom vegetacijom.

U ovom slucaju, prvo se odreduju koordinate tacaka A i D koje se nalaze na
pocetku i na kraju pravca.

Koordinate tacaka A i D moraju biti odredene u istom koordinatnom sistemu. TO
prije svega moze biti drzavni koordinatni sistem, §to se preporucuje u svim slucajevima
kada u blizini tih tacaka postoje trigonometrijske tacke drzavne mreze. Sa druge strane, te
tatke mogu biti odredene i u lokalnom koordinatnom sistemu, kada u blizini nema
dovoljno trigonometriskih ta¢aka drzavne mreze.

Obiljezavanje pravca se izvodi pomoc¢u uglova koje zahvata pravac koji se
obiljezava sa tatkama koje se nalaze u blizini.

Sa tacke A se prvo raCunaju direkcioni uglovi prema tacki D koja se nalazi na

drugom kraju pravca vy i prema druge dvije tacke v} i v<, pa se iz razlike direkcionih
uglova racuna ugao:

a=vy—vy
i kontrolni ugao:
B=vi-VQ

Kako je kod uglova o i f pocetni pravac usmjeren prema tacki D koji treba
obiljeziti, potrebno je uglove a i B dopuniti do 360° i tako pocetni pravac uzeti na datu
tacku:

o' =360°—«a
i kontrolni ugao:
p'=360°-p

Na sli¢an nacin racunaju se uglovi za orijentaciju pravca sa tatke D, y 1 6 odnosno
d'. Tako ¢e orijentacioni ugao vy biti:

y=vo—Vp

i kontrolni ugao:

S=vi-vh

odnosno njegovu dopunu do 360°

0'=360°-¢o

Obiljezavanje pravca na ovaj nacin izvodi se kad je u pitanju prosijecanje Sumskih
kompleksa i kra¢ih tunela u pravcu do 300m.

Kod duzih tunela u pravcu i tunela u krivini, na ulazu 1 izlazu tunela radi se
tunelska triangulacija, koja se prije pojave GPS uredaja postavljala preko ¢itavog brda
odnosno planine kod vecih tunela. Nakon pojave GPS uredaja, dovoljno je postaviti po
nekolike tacke na ulazu i izlazu tunela i povezati ih u istu mrezu pozicioniranjem GPS
uredaja.

Pravac osovine u oba portala tunela, odreduje se zatim kao u primjeru oznacenom
na slici. Tacke na osovini saobracajnice raCunaju se kao tacke na pravcu ili ako se
osovina nalazi u krivini, onda se prvo racunaju koordinate krivine u lokalnom
koordinatnom sistemu a zatim se transformiSu u drzavni koordinatni sistem i na osnovu
njih lociraju na terenu.

Posebno je vazno poznavati nacin izraCunavanja koordinata tataka na osovini
kruzne krivine sa prelaznicom.
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8.3 Geometrija saobracajnice

Projekat trase saobracajnice mora da sadrzi elemente koji su potrebni za njeno
obiljezavanje, a to su direkcioni uglovi koji definiSu pravolinijske pravce osovine
saobracajnice, njeni nagibi u visinskom smislu, koordinate tjemena i centara krivina,
radijusi zakrivljenosti (horizontalni i vertikalni), elementi kruznih i prelaznih krivina i
koordinate glavnih tacaka. Na osnovu ovih podataka raCunaju se elementi za
obiljezavanje u skladu sa odabranom metodom za obiljezavanje.

Do pojave dZzepnih kalkulatora i kompjutera, ra¢unanje koordinata tataka na
kruznoj krivini sa prelaznicom, bilo je vrlo komplikovano. Prelaznice veée duZzine su
mogle da se obiljezavaju samo sa izabranih tacaka koje su bile na velikom rastojanju, pa
je lociranje tacaka prelaznice zahtijevalo velika prosijecanja radi dogledanja tacaka i
mnoge druge komplikacije. Upotrebom kompjutera sve postaje jednostavnije.

Koordinate tacaka kruzne i prelazne krivine oblika klotoide racunaju se iz poznatih
formula, ali prije toga treba se podsjetiti na osnovne karakteristike kruzne krivine i
klotoide.

Projektovana osovina buduce saobracajnice je definisana u vidu niza pravaca
(tangenti) sa pocetnom stacionazom 0+000 metara koja se nastavlja sve do zavrsne tacke
trase. Prilikom svake promjene pravaca, potrebno je odrediti skretni ugao a izmedu
prethodnog i1 narednog pravca koji definiSu osovinu buduée saobracajnice. Kako bi se
obezbijedio kontinuitet u kretanju vozila prilikom promjene pravca neophodno je
umetnuti luk koji predstavlja dio kruznice. Tacka u kojoj osovina saobraéajnice prelazi iz
prave linije u kruzni luk naziva se pocetkom krivine (PK). Rastojanje od tjemena krivine
T (tacke u kojoj se sijeku tangencijalni pravci) do PK nazivamo tangentom Tg. Tacka u
kojoj osovina iz kruznog luka prelazi ponovo u pravolinijski pravac naziva se krajem
krivine (KK). Linija koja spaja centar kruzne krivine sa tjemenom krivine sijece kruzni
luk u tacki koju nazivamo sredinom krivine (SK). Rastojanje od tjemena T do sredine
krivine naziva se bisektrisa (b), dok pravolinijska rastojanja od PK do SK, tj. od SK do
KK predstavljaju tetivu.

Simetri¢na kruzna krivina i njeni glavni elementi prikazani su na Slici 8.
Polupre¢nik kruzne krivine obiljeZava se sa R i njegovu veli¢inu zadaje projektant u
zavisnosti od polozaja krivine u saglasnosti sa osovinom saobracajnice. Poznate su i
koordinate tjemena To, T1 i T2 ione su u drzavnom koordinatnom sistemu.

Ostali glavni elementi, skretni ugao a, duzina kruznog luka Dkl, duzine tangenti i
bisektrisa, izraCunavaju se iz zadatih elemenata na sljede¢i nacin:

Centralni odnosno skretni ugao o izaracunava se iz razlike direkcionih uglova:

Imajuéi u vidu da je ugao izmedu poluprecnika i tangente 90°, duzina tangente se
racuna iz pravouglog trougla Px T1 C:

Tg=R*tan d
2
Bisektrisa b izracunava se iz istog pravouglog trougla iz relacije:

cosgzi odakle je b:(R/cosg)—R
2 R+b 2
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Slika 8. Simetri¢na kruzna krivina - glavni elementi

| na kraju, duzina kruznog luka izraGunava se iz proporcije:

Do |_[ @ odakle je DKLz( 4 j*ZRyz
2Rx 360° 360°

Owvu proporciju treba koristiti za sva izraCunavanja duzine luka kad je poznat
centralni ugao.

Na Slici 9 je prikazan nacin racunanja prelomnog ugla f na bilo kojoj tacki
kruznog luka. U ovom slucaju to je tacka A.

Slika 9. Racunanje prelomnog ugla na tacki luka kruzne krivine
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Zadate vrijednosti su duzine lukova L1 i Lo, polupre¢nik krivine R i skretni ugao a.
Izracunavaju se centralni uglovi @, i @, koji pripadaju lukovima Li i Lz, uglovi
0,10, prelomni ugao £, i duzine tetiva ty i to.
Centralni uglovi @, i w,izra¢unavaju se primjenom proporcije na sljede¢i nacin:
(ew,1360°)= (L, /2R7),
odakle slijedi:
o, = (L, /2Rx)*360°
Na sli¢an nacin je:
@, = (L, /2Rx)*360°
Uglovi 6,10, dobijaju se iz poznatog uslova da su uglovi izmedu tangente i tetive
jednaki polovini centralnog ugla, odnosno:
O,=w121i6,=w,/2
Na kraju je prelomni ugao f,:
P =180°+ (0, +3,)
Da bi se izraunale koordinate tacaka u poligonskom vlaku, pored prelomnih

uglova potrebno je znati i rastojanja izmedu tacaka, odnosno na kruznom luku duzine
pripadajucih tetiva t1 i to.

Slika 10. Racunanje duzine tetive luka kruzne krivine

Kako se na Slici 10 vidi, duZine tetiva izraGunavaju se iz jednakokrakog trougla i
zahvaéenog ugla. Zbog poznate Cinjenice da u jednakokrakom trouglu visina dijeli
zahvaceni ugao 1 1 0Snovicu t; na polovinu i da na osnovici €ini prav ugao, bice:

. (a)j t,/2
Sn| — |=
2 R

odakle slijedi:

t, =2R*sin (gj
2

Kad se izracunaju prelomni uglovi 1 duZine tetiva moguce je u poligonskom vlaku
izraCunati koordinate svake tacke na luku za koju je zadata duzina luka odnosno
pripadajuce tetive.
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Slika 11. Ra¢unanje koordinata tacaka kruzne krivine u poligonskom vlaku

Na Slici 11 se vidi da poligonski plak polazi od tjemena To i da je pocetni
direkcioni ugao vTT; koji se izraunava iz zadatih koordinata tjemena. Zatim ide Px kao

prva tacka vlaka, pa ostale taCke na luku, A i Sk i na kraju zadnja tacka vlaka Kk Ovdje
treba napomenuti da je zavrsni direkcioni ugao vTTf . Sve drugo je isto kao i kod ostalih

poligonskih vlakova.
8.4 Prelazne krivine

Prelazne krivine su obavezne, posebno kod projektovanja Zeljeznica kao i
drumskih saobracajnica poput autoputeva na kojima se postizu velike brzine kako bi se
ublazio iznenadni uticaj krivine na prelazu sa tangentnog pravca na luk krivine. Usled
brzog kretanja vozila na ovom mjestu dolazi do trenutnog prirasta centrifugalne sile koja
tezi da kretanje nastavi u pravcu od centra krivine. Ovaj popre¢ni potisak, tzv ,,bo¢ni
udar” je posledica skokovite promjene radijalnog ubrzanja (v*/R) i uti¢e nepovoljno na
putnike a pri ve¢im brzinama moZe do¢i i do slijetanja vozila sa puta ili iskakanja voza iz
Sina. U cilju izbjegavanja udara i trzaja do kojih moze do¢i, kao i povecanja bezbjednosti
voznje izmedu pravcea i luka krivine, umece se pelazna krivina (prelaznica). Prelaznica je
zapravo kriva koja poluprecnik zakrivljenosti postepeno smanjuje od vrijednosti p=co do
vrijednosti p=R, tj. vrijednosti poluprecnika kruzne krivine. Ona prakticno predstavlja

10
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krivu liniju (trajektoriju) koju opisuje vozilo koje se kre¢e konstantnom brzinom pri
konstantnom okretanju volana. Isprva je ona koriS¢ena samo kod Zeljeznica (vec
sredinom XIX vijeka) da bi porastom brzina i gustine saobracaja tridesetih godina XX
vijeka pocela da se primjenjuje i kod projektovanja puteva.

U praksi se koristi viSe vrsta prelaznica. Ukoliko vazi zakonitost da je
|, *R, =const, onda se radi o klotoidi. Dakle, kod nje je proizvod duzine luka i

polupreénika krive (prelaznice) u svakoj tacki konstantan. 1z ove formule se vidi da je
konstanta proizvod dvije linearne mjere, pa je logi¢no da se ona prikaze kvadratnim
faktorom odnosno takozvanom ,,Prirodnom jedna¢inom klotoide”:

R*L=A?

gdje je A parametar klotoide a R poluprecnik kruznog luka.

Na ovoj zakonitosti se bazira matematicko rjeSenje prelazne krivine i iz nje takode
slijedi da je njena zakrivljenost obrnuto proporcionalna duzini luka u bilo kojoj njenoj
tacki. Klotoida u potpunosti zadovoljava sve zahtjeve bezbjednosti i konformne voznje.
Pri konstantnoj brzini voznje ostvaruje se ravnomjerna brzina okretanja upravljaca usled
linearne promjene zakrivljenosti.

Prelaznica ¢iji je poluprecnik zakrivljenosti proporcionalan projekciji njenog luka
na tangentu u pocetnoj tacki zove se kubna parabola. Kriva ¢iji je proizvod poluprecnika
R i tetive poluprecnika t, konstantna veli¢ina R*t = const. naziva se lemniskata. Dok se
kubna parabola najviSe koristi kod Zeljeznica, klotoida se najvise koristi u drumskom
saobracaju. Lemniskata se primjenjuje kod projektovanja serpentina i kod vecih
poluprecnika zakrivljenosti i kra¢ih duzina prelaznice ona se poklapa sa klotoidom.

Na Slici 12. je dat izgled klotoide sa njenim glavnim elementima.

S —

}_ S e
Slika 12. Glavni elementi klotoide

Glavni elementi klotoide su:
e duzina luka klotoide — L,

11
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e apcisna duzina klotoide - I,

e ordinata tacke prelazne krivine -y,

e poluprecnik kruznog luka - R,

e konstanta C ili A? koja definide odnos duzine luka L i ugla 7, (ili
poluprecnika R),

e centralni ugao - 7, koji zaklapa normala i polupre¢nik krivine (ili ugao

tangente u KPK sa tangentom u PPK),

ugao oL koji zaklapa glavna tangenta i pravac PK KPK,

ugao ¢L koji zaklapa zajednicka tangenta u KPK i pravac na PK,

udaljenost PPK od teorijskog pocetka — d,

krugov pomak - AR.

Klotoida je u sustini spirala i analiti¢ki je definisana formulama:
L 2 L 2

X = jcos"—dL, Y = [sin La
, 2C y 2C

Polaze¢i od ovih formula i njihovim razvijanjem u red (najcesée do tri ¢lana a u
nekim sluc¢ajevima i do pet) mogu se dobiti neki od elemenata klotoide:

sl L(LY, 1LY
10\ 2R 216\ 2R

L2 1LY 1LY
y o=l — | = — | ..
6R|™ 14\ 2R/ 440\ 2R

L L* ,, 180 . . . y . .
— =— (*=— da bi se iz radijanskih preslo na stepene vrijednosti ugla)

T =
2R 2C T

d=1-R*sinz,

Za obiljezavanje prelaznice, vazno je odrediti koordinate svake tacke
prelaznice u istom koordinatnom sistemu u kom su odredene i koordinate tjemena i
tacaka kruzne krivine.

Postupak je sli¢an kao i1 kod odredivanja koordinata kraja prelaznice, samo $to se u
ovom slucaju zadaje duzina luka prelaznice od pocetne tacke do tacke na prelaznici a
konstanta prelaznice ostaje ista. Tako ¢e na primjer za tacku B (Slika 13) koja se od PK
nalazi na duzini luka prelaznice Lg lokalne koordinate biti:

2 4
Xo=lyg*|1-2fLe | s LfLe)
10\ 2R 216\ 2R

2 2 4
VI P Y0 Y 9
6R 14\ 2R 440\ 2R

12
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Slika 13. Koordinate bilo koje tacke klotoide

Prealaznica pomjera kruzni luk za vrijednost AR koji se izraCunava na sljedeci
nacin (Slika 14):

Slika 14. Racunanje pomaka kruznog luka AR

13
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Sa Slike 14 se vidi da je:

AR =Y, +R*cosz, —R

odakle je

AR =Y +R*(cosz, 1)

Vrijednost bisektrise kod kruzne krivine sa prelaznicom racuna se po formuli:

b=(R+ AR)/COS(%) -R

Da bi dobili elemente za izraCunavanje koordinata tacaka prelaznice u
poligonskom vlaku u kome se raCunaju i koordinate kruzne krivine, potrebno je
izraCunati prelomne uglove i rastojanja izmedu tacaka prelaznice. To se sve moze
izracunati iz lokalnih koordinata i iz razlike direkcionih uglova koji su sracunati iz tih
koordinata.

Prelomni ugao Brk (Slika 15) dobija se kad se na 180° doda ugao we Koji se
odreduje iz:

wg =arctg(Yg / X;)
a zatim:
Po =180°+ o,
Prelomni ugao kod tacke na prelaznici Bg izracunava se kao dopuna ugla £, do
360°. Ugao f, racuna se iz razlike direkcionih uglova izracunatih iz lokalnih koordinata

By =ve —va . Py =360°—fFy

Slika 15. Racunanje prelomnih uglova i duzina tacaka na prelaznici
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Rastojanja I1 1 I2 ratunaju se na poznat nacin iz razlike koordinata.
Racunanje prelomnog ugla kod kraja prelazne krivine je malo komplikovanije jer
povezuje tacku prelaznice i tacku na kruznom luku pa ¢e biti prikazano na Slici 16.

></

Slika 16. Racunanje prelomnog ugla na kraju prelaznice

Prelomni ugao PBkpk dobija se kad se na 180° dodaju uglovi p i 6 odnosno:
By =180°+ 11+ 6
Ugao p izraunava se iz razlike uglova @L 1 A
H=¢ —A
Ugao A se izracunava iz razlike direkcionith uglova izraCunatih iz lokalnih
koordinata:
B Pk
A= Vieok — Yok
Ugao 6 izracunava se na poznat nacin, kao polovina centralnog ugla koji odgovara
luku od tacke Kpk do tacke na krugu A.
Na ovaj nacin su izracunati svi potrebni elementi za povezivanje prelazne 1 kruZzne
krivine u poligonski vlak u kome se raCunaju koordinate svih taaka u istom
koordinatnom sistemu u kome su date koordinate tjemena.
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